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Automatique

1 Notions de base

1.1 Définitions

Système continu : les variations des grandeurs physiques le caractérisant sont des fonctions de variables continues
Système linéaire : Système régit par le principe de proportionnalité (si e1(t) induit s1(t), alors λe1(t) induit

λs1(t)) et le principe de superposition (si e1(t) induit s1(t) et si e2(t) induit s2(t), alors λe1(t) induit λs1(t))
Système invariant : si e1(t) induit s1(t), alors si e1(t− τ) induit s1(t− τ)

On dit que le système ne vieillit pas. Un système continu, linéaire et invariant est représenté par une équation
différentielle à coefficients constants liant l’entrée à la sortie :

n∑

i=0

ai
diy

dti
=

m∑

j=0

bj
djx

dtj

Principe de causalité : la réponse à une entrée est toujours postérieure à celle-ci ⇒ m < n, on apelle n l’ordre
du système.

1.2 Transformée de Laplace

1.2.1 Définition

C’est une opération remplaçant une variable fonction du temps f(t) par sa transformée, fonction du nombre
complexe p = σ + jω (σ > σ0 = abscisse de convergence), appellé opérateur de Laplace. On écrit : tansformée de
f(t) = L(f(t)) = F (p) et :

F (p) =
∫ +∞

0

f(t)e−ptdt

1.2.2 Propriétés

� Linéarité : L(f(t) + λg(t)) = F (p) + λG(p)
� Théorème du retard : g(t) = f(t− τ) ⇒ G(p) = e−τpF (p)
� Translation complexe : L(eatf(t)) = F (p− a)

� Théorème de la valeur initale : si F (p) =
N(p)
D(p)

et d (N(p)) < d (D(p)), alors

lim
t→0

f(t) = lim
p→+∞

pf(p)

� Théorème de la valeur finale : si les pôles de F (p) (racines de D(p) = 0) ont leurs parties réelles négatives :

lim
t→+∞

f(t) = lim
p→0

pF (p)

Transformées usuelles :
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Espace T Espace F
temps t > 0 fréquence généralisée p à partie réelle σ > σ0

f(t) F (p)
f ′(t) pF (p)− f(0+)
f(t− τ) e−τpF (p)
eatf(t) F (p− a)
δ(t) (dirac) 1

u(t) (échelon unité)
1
p

t
1
p2

e−at 1
p + a

sin ωt
ω

p2 + ω2

cos ωt
p

p2 + ω2

1.3 Fonction de transfert

H(p) =
S(p)
E(p)

=
{

Fonction de transfert du système
Transmittance du système

H(p) =

∑m
j=0 bjp

j

∑n
i=0 aipi

=
N(p)
D(p)

racines de N(p) : zéros du système
racines de D(p) : pôles du système

H(p) =
c

pα
·
(

1 + a1p + a2p
2 + · · ·+ ampm

1 + b1p + b2p2 + · · ·+ bnpn

)
α : classe du système
c : gain (gain statique si α = 0) du système

1.4 Signaux d’entrée

1.4.1 Impulsion de Dirac

Noté δ(t).
C’est un signal d’amplitude très grande et de durée infinitésimale.
L(δ(t)) = 1

1.4.2 Échelon unitaire

Noté u(t).
u(t) = 0 pour t < 0, u(t) = 1 pour t > 0.

L(u(t)) =
1
p

1.4.3 Rampe

Noté t. u(t).

L(t. u(t)) =
1
p2

1.4.4 Sinusöıde

Signal sinusöıdal.
L(sinωt) =

ω

p2 + ω2
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2 Réponses de systèmes courants

2.1 Système du premier ordre

Équation temporelle : s(t) + τ
ds(t)
dt

= K.E. e(t)

2.1.1 Forme canonique

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

1 + τp

K : gain statique
τ : constante de temps

2.1.2 Réponse impulsionelle

e(t) = δ(t) ⇒ E(p) = 1

KE
τ

4τ3τ2ττ

s(t)

Réponse impulsionelle
S(p) =

KE

1 + τp

s(t) =
KE

T
e−

t
τ dans les conditons d’Heaviside.

2.1.3 Réponse indicielle

e(t) = u(t) ⇒ E(p) =
1
p

S(p) =
KE

p(1 + τp)
s(t) = K. E

(
1− e−

t
τ

)
dans les conditons d’Heaviside.

2.1.4 Réponse à une rampe

e(t) = t. u(t) ⇒ E(p) =
1
p2

S(p) =
KE

p2(1 + τp)
s(t) = K. E

(
t− τ(1− e−

t
τ )

)
dans les conditons d’Heaviside.

2.1.5 Réponse harmonique

e(t) = sin ωt ⇒ E(p) =
Eω

p2 + ω2

S(p) =
KEω

(p2 + ω2)(1 + τp)

s(t) = K. E

(
ωτ

1 + ω2τ2
e−

t
τ +

1√
1 + ω2τ2

sin (ωt− arctan ωτ)
)

2.1.6 Grandeurs temporelles caractéristiques

� Temps de réponse à α % : c’est lepremier instant tr tel que :

∀t ≥ tr,
|s(t)− s∞|

s∞
≤ α

100
avec s∞ = lim

t→∞
s(t)

En général, α = 5, et on a tr5% = 3τ

� Temps de montée : temps nécessaire pour que le système passe de 10% à 90% de sa valeur finale.
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2.2 Système du second ordre

Équation temporelle :
d2s(t)
dt2

+ 2mω0
ds(t)
dt

+ ω2
0s(t) = K. ω2

0e(t)

2.2.1 Forme canonique

H(p) =
S(p)
E(p)

=
K

1 + 2m
ω0

p + p2

ω2
0

K : gain statique
m : coefficient d’amortissement
ω0 : pulsation propre non amortie

2.2.2 Réponse indicielle

e(t) = E. u(t)
Le polynôme caractéristique est r2 + 2mω0r + ω2

0 = 0

Régime apériodique (m > 1) Les racines sont r1 = ω0(−m +
√

m2 − 1) et r2 = ω0(−m−√m2 − 1)

s(t) = K. E

(
1 +

r2

r1 − r2
er1t +

r1

r2 − r1
er2t

)
dans les conditions d’Heaviside.

Régime critique (m = 1) Une racine double : r = −ω0

s(t) = K. E (1− (1 + ω0t)e−ω0t) dans les conditions d’Heaviside.

Régime pseudopériodique (m < 1) Les racines sont complexes et conjuguées : r1 = ω0(−m − j
√

1−m2), r2 =
ω0(−m + j

√
1−m2)

s(t) = K. E

(
1− 1√

1−m2
e−mω0t sin (ω0

√
1−m2t + arccos m)

)
dans les conditions d’Heaviside.

� Pseudopériode des oscillations : T =
2π

ω0

√
1−m2

� Minima et maxima pour tk =
kπ

ω0

√
1−m2

, k ∈ N

� Dépassement : Dk = |s(tk)−K. E| = K. Ee
−kmπ√
1−m2

� L’amortissement est optimal pour m = 0.7 car D1 = 5%

3 Diagrammes

3.1 Diagramme de Bode

Il est composé de deux courbes :
� La courbe de gain : représente L(ω) en fonction de log ω
� La courbe de phase : représente ϕ(ω) en fonction de log ω

Avec L(ω) = 20 log |H(jω)| et ϕ(ω) = arg (H(jω))

3.1.1 Cas du 1er ordre

H(jω) =
K

1 + jτω
L(ω) = 20 log K − 20 log

√
1 + τ2ω2

ϕ(ω) = − arctan τω
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3.1.2 Cas du 2nd ordre

H(jω) =
K

1− ω2

ω2
0

+ 2jm ω
ω0

L(ω) = 20 log K − 20 log

√(
1− ω2

ω2
0

)2

+ 4m2

(
ω

ω0

)2

ϕ(ω) = − arctan

(
2m ω

ω0

1− ω2

ω2
0

)

On observe une résonnance pour m <
1√
2

en ωr = ω0

√
1− 2m2 et L(ωr) = 20 log

(
K

2m
√

1− 2m2

)
> 20 log K

3.2 Diagramme de Nyquist

Représentation paramétrique de =m(H(jω)) en fonction de <e(H(jω))

Pour un premier ordre, c’est un demi-cercle de centre
(

K

2
, 0

)
et de rayon

K

2
Les ordres supérieurs ont des formes plus complexes.

3.3 Diagramme de Black-Nichols

Représentation paramétrique du gain L(ω) en fonction de la phase ϕ(ω)

4 Stabilité

4.1 Définition

4.1.1 Stabilité externe

Un système est stable si et seulement si la réponse libre (ou impusionnelle) du système tend vers 0 lorsque t → +∞.

4.1.2 Stabilité interne

Un système est stable si et seulement si une entrée bornée implique une sortie bornée, ⇔ H(p) ne comporte que
des pôles à partie réelle négative (H(P ) = FTBF si le système est bouclé).

4.2 Critères de stabilité

4.2.1 Critère de Routh

Il s’applique à la FTBO ou à la FTBF. On construit le tableau de Routh :

pn an an−2 an−4 · · · a2 a0

pn−2 an−1 an−3 an−5 · · · a1

pn−2 An−2 Bn−2 Cn−2

pn−3 An−3 Bn−3 Cn−3

...
...

p0 A0 B0

Avec An−2 = −1
an−1

an an−2

an−1 an−3
, Bn−2 = −1

an−1

an an−4

an−1 an−5
, Cn−2 = −1

an−1

an an−6

an−1 an−7
, An−3 = −1

An−2

an−1 an−3

An−2 Bn−2
,

A0 = −1
A1

A2 B2

A1 B1

� Le système est stable si les coefficients des deux premières lignes sont tous de même signe et si les coefficients de
la colonne des pivots (an, an−1, An−2, . . ., A0) sont tous de même signe.

� Le nombre de changements de signe est égal au nombre de pôles à partie réelle positive.
� Une ligne de 0 indique l’existence de racines conjuguées imaginaires pures.
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� Le critère de Routh est intéressant pour trouver les valeurs extrêmes d’un seul paramètre, il a l’inconvénient de
ne donner aucune information sur les marges de stabilité.

4.2.2 Critère du revers

C’est un critère graphique qui s’applique à la FTBO. Attention, si le système est instable en boucle ouverte, il ne
le sera pas forcément en boucle fermée.

Critère du revers pour le diagramme de Nyquist : Si dans le sens croissant des ω, le point critique −1 reste
à gauche du lieu de la FTBO, alors le système est stable (et ce même en boucle fermée).

Critère du revers pour le diagramme de Black : Si dans le sens croissant des ω, le point critique −180° reste
à droite du lieu de la FTBO, alors le système est stable.

Critère du revers pour le diagramme de Bode : Si pour la pulsation ωc telle que ϕ(ωc) = −π, L(ωc) < 0 dB,
alors le système est stable. Si pour la pulsation ωc telle que L(ωc) = 0 dB, ϕ(ωc) > −π, alors le système est stable.

4.2.3 Critère de Nyquist (hors programme)

Un système bouclé est stable si le lieu de Nyquist de la FTBO entoure le point critique (−1, 0) un nombre de fois
égal au nombre de pôles de la FTBO à partie réelle positive lorsque p décrit le contour de Bromwich.

Remarque : le critère du revers pour le diagramme de Nyquist découle du critère de Nyquist.

4.2.4 Critère d’auto-oscillation (limite du programme)

Soit Hf (p) =
N(p)
D(p)

la FTBF, Ho la FTBO. On cherche la pulsation (critique) telle que le système passe par le

point critique Ho(jω) = −1, on détermine ainsi les conditions d’auto-oscillations (pulsation critique, gain statique
critique). L’équation à résoudre est : D(jω) = 1 + Ho(jω)

4.3 Marges de stabilité

4.3.1 Introduction

Une fonction de transfert est un modèle théorique d’un système physique, et son expression n’est généralement pas
rigoureusument représentative de la réalité physique. Devant ces incertitudes, il est nécessaire de prévoir des marges
de sécurité pour pallier à un éventuel vieillissement ou une erreur d’identification. Il faut donc éloigner le lieu de la
fonction de transfert en boucle ouverte du point critique.

4.3.2 Définition

Marge de gain : Mg = −L(ωco) avec ωco telle que ϕ(ωco) = −π. On appelle ωco la pulsation de coupure.

Marge de phase : Mp = 180°+ ϕ(ωcr) avec ωcr telle que L(ωcr) = 0. ωcr s’appelle pulsation critique.

4.3.3 Visualisation et calcul des marges

On peut soit les mesurer sur les diagrammes de Bode, Nyquist ou Black, ou les déterminer par calcul direct :
résolution de L(ω) = 0, et de ϕ(ω) = −π

5 Précision

Il faut savoir que la précision et la stabilité sont contradictoires.
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5.1 Définition

La précision est donnée par :
� L’écart statique εs au cours du régime permanent
� L’écart dynamique εd au cours du régime transitoire.

Les deux écarts sont visibles sur une commande en trapèze.

5.2 Calcul

εs = lim
p→0

A

pn−1
(
1 + K

pα

) n = ordre du système H(p). E(p)

Pour réduire εs, il faut augmenter la classe α et/ou le gain K, ce qui est contradictoire avec les conditions de
stabilité.
Si n− 1 > α, alors εs →∞
Si n− 1 = α, εs → A

1 + K
si α = 0, ou εs → A

K
si α > 0

Si n− 1 < α, εs → 0
PPPPPPPPEntrée

αHo 0 1 2 3

E
E

1 + K

0
(instable) 0 0 Écart indiciel (position)

E. t ∞ E

K
0 0 Écart de trainage (vitesse)

E. t2 ∞ ∞ E

K
0 Écart en accélération

E. t3 ∞ ∞ ∞ E

K

� Au moins un intégrateur pur en boucle ouverte fait tendre εs vers 0.

� Pour un système de classe 0, εs =
E

1 + K
. Ce rapport diminue si K augmente, mais on voit qu’en améliorant la

précision, on perd en stabilité.

5.3 Sensibilité aux Perturbations

Pour étidier l’influence d’une perturbation, on utilise le principe de superposition :
� On étudie la sortie lorsque E(p) = 0
� puis lorsque F0(p) = 0

Pour que le système soit peu sensible aux perturbations, le rapport
−ε(p)
F (p)

=
Hf (p)
A(p)

doit tendre vers 0, avec

ε(p) =
E(p)− F (p)B(p)

1 + A(p)B(p)

5.3.1 Perturbation sinusöıdale

f(t) = F0 sin ωt

On étudie le module de l’écart dynamique : |εd(jω)| = F0

∣∣∣∣
B(jω)

1 + A.B(jω)

∣∣∣∣

5.3.2 Perturbation de la forme F0. t
n

Ce type de perturbation voit ses effets annulés par n + 1 intégrateurs placés en amont de son point d’entrée dans
la boucle.
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6 Correction

6.1 Introduction

Nous avons vu l’antagonisme entre la précision et la stabilité, il en existe un autre entre la rapidité et l’amortis-
sement. On peut toutefois agir isolément sur les paramètres en plaçant des correcteurs agissant sur des bandes de
fréquence distinctes :

� L’avance de phase (grâce à des dérivateurs) permet d’agir sur des fréquences proches de la résonnance et compense
les effets déstabilisants d’intégrateurs.

� Le retard de phase (intégrateurs) agit sur les basses fréquences.
� La correction proportionnelle agit sur toutes les fréquences.

Les correcteurs sont en général placés en sortie du comparateur, pour travailler directement sur l’écart qui contient
beaucoup d’informations et est peu énergétique.

6.2 Étude des correcteurs

6.2.1 Correction proportionnelle

Cela consiste à placer un gain pur (sans déphasage) dans la chaine directe. Un augmentation du gain se traduit
par :

� Une diminution des marges de stabilité
� Une baisse de l’amortissement
� Une augmentation de la précision
� Une augmentation de la rapidité.

6.2.2 Correction dérivée

La correction dérivée augmente les marges de stabilité, à précision égale. On place en sortie du comparateur un
correcteur de fonction de transfert C(p) = 1+ ap. C’est un filtre passe-haut de gain infini aux hautes fréquences. Il est
irréalisable :

� physiquement car il viole le principe de causalité
� pratiquement, il amplifierait les bruits à haute fréquence

� la réponse à un échelon serait infinie à l’instant de transition : L−1

(
E

p
(1 + ap)

)
= E + Eaδ(t) (dirac)

Il faudrait un correcteur équivalent sur une bande de fréquence limitée, on ajoute donc un filtre passe-bas : c’est le
correcteur par avance de phase.

6.2.3 Correction par avance de phase

C(p) =
1 + aτp

1 + τp
a > 1 L’avance de phase maximale se situe à la moyenne arithmétique de

1
aτ

et
1
τ

donc en

1
τ
√

a
, et on a ϕm = arctan

(
a− 1
2
√

a

)
= arcsin

(
a− 1
a + 1

)
= arccos

(
2
√

a

a + 1

)

La différence par rapport au dérivateur pur se situe au niveau des pulsations élevées, pour ω >
1
τ

6.2.4 Réglage du correcteur

� Tracer les lieux de Bode de la FTBO L(ω), ϕ(ω)
� déterminer la pulsation de coupure ωc1, ainsi que les marges de gain et de phase.

Placer le correcteur pour avoir ϕm = ϕ(ωc1) ⇒ τ =
1

ωc1
√

a
� déterminer la marge de phase supplémentaire ∆φ à apporter au système (∆φ = ϕm)

� Calculer a par la relation : a =
1 + sin ∆φ

1− sin∆φ

� Calculer τ par la relation τ =
1

ωc1
√

a
=

1
ωc1

(
1− sin∆φ

1 + sin∆φ

) 1
2
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Attention, l’ajout du correcteur modifie la pulsation de coupure, la marge de phase supplémentaire n’est pas
apportée au bon endroit. Il faut donc prévoir ϕm supérieur d’au minimum 20° à la marge souhaitée. On peut faire un
réglage précis par tâtonnement, par simulation ou grâce à l’abaque de Black-Nichols.

En résumé, la correction par avance de phase augmente les marges de stabilité, la bande passante (donc la rapidité),
mais diminue légèrement la précision.

6.2.5 Correction intégrale

Un correcteur intégral est un intégrateur pur : C(p) =
1
τp

τ doit minimiser le temps d’annulation de l’effet d’une perturbation.
τ s’apelle le terme (ou temps) d’action intégrale.

Le correcteur intégral augmente fortement le gain aux basses fréquences, ce qui est bon pour la précision, mais il
crée un déphasage de −90° à toutes les fréquences. Il faut donc l’associer à un correcteur proportionnel (ce qui crée un
correcteur proportionnel intégral), ou à un correcteur proportionnel dérivée (correcteur P.I.D.).

6.2.6 Correction par retard de phase

C(p) =
1 + τp

1 + aτp
a > 1

6.2.7 Réglage du correcteur

La méthode est similaire à celle du correcteur par avance de phase.
En résumé, le correcteur par retard de phase :

� abaisse le gain aux hautes fréquences (ω >
1
τ

) sans modifier la phase
� augmente la marge de phase par une diminution de la pulsation de coupure
� diminue la rapidité

� crée un déphasage négatif entre les pulsations caractéritiques du correcteur
(

1
τ

,
1
aτ

)

� diminue la précision
Attention, pour avoir un système précis, il ne faut pas abaisser le gain aux basses fréquences ⇒ cela impose une

valeur minimale pour la pulsation : ωm =
1

τ
√

a
.

Mais pour avoir un système stable, le déphasage du correcteur doit être suffisament éloigné du point critique, ce

qui impose une valeur maximale pour la pulsation
1

τ
√

a
Il faut trouver le bon compromis.
On peut ajouter un gain au correcteur pour ajuster la pulsation de coupure.

Si on veut s’amuser, on peut mettre un correcteur P.I.D. :

6.2.8 Correction Proportionnelle Intégrale Dérivée (P.I.D.)

s(t) = K

(
e(t) +

1
τi

∫ t

τ=0

e(τ)dτ + τd
de(t)
dt

)

Le correcteur P.I.D. idéal serait : C(p) = K

(
1 +

1
τip

+ pτd

)
, mais, toujours à cause du principe de causalité, on aura :

C(p) = K

(
1 +

1
τip

+
1 + aτdp

1 + τdp

)
a > 1

On remarque que c’est un correcteur proportionnel intégral par retard de phase.
L’effet proportionnel modifie l’amplitude (augmente le temps de réponse, augmente la précision, baisse la stabilité).
L’effet intégral améliore la précision, ce qui est d’autant plus important que τi est grand.
L’effet dérivée améliore le comportement pour les variations rapides de l’entrée (temps de réponse, stabilité).

Pour que ce correcteur soit efficace, on doit avoir :
1
τi

<
1

aτd
<

1
τd
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6.2.9 Correction numérique

Dans la pratique, on remplace de nos jours les correcteurs par de microprocesseurs qui permettent un contrôle actif
et plus efficace du signal.
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