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CINETIQUE - DYNAMIQUE

1 Notion de masse

1.1 Masse : définition

Soit E/ un domaine de ’espace. Soit une décomposition de £ : e; +ex2+ ... +e, = F avec e Ne; = 0 s
i # ]
n
m(E) =Y m(e;)
i=1

1.2 Conservation de la masse

t1, to 2 instants quelconques, E est & masse conservative &  m(E,t1) = m(E, t2)

1.3 Solide matériel

Solide cinématique auquel on attribue une mesure positive de masse. C’est un solide & masse conservative.
Un ensemble E est un ensemble de solides matériels s’il n’est constitué que de solides matériels, (ni fluide, ni ressorts...),
alors E est a masse conservative.

1.4 Théoréme

E un ensemble de solides matériels. 7(P, t) fonction vectorielle définie sur F :

N
d df (Pt
{/ 7(P, t)dm} :/ df (B dm
dt Jpek r JPeE dt R
2 Centre d’inertie d’un systeme
2.1 Définition
— —
G centre de masse < GPdm = 0
PEE
G est unique.
A partir d’un point quelconque @ :
QC=—— [ QPd
= — m
m(E) Jpck

2.2 Décomposition
E =e1 +ey+ ...+ e,, solent m; masse de e;, G; centre d’inertie de e;.

Z?:l miQ—G:’

QG = ==L
D i M

2.3 Symétrie matérielle

Si & tout point P € E correspond par symétrie spatiale un point P’ € E tel que : dm(P) = dm(P’) alors, G
appartient & I’élément de symétrie ( plan, axe ou point).
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3 Torseurs cinétique et dynamique

3.1 Quantité de mouvement
— —
m(E)V g/r = / V p/rdm = quantité de mouvement
PEE
3.2 Quantité d’accélération

m(E)f)G/R = / f)p/Rdm = quantité d’accélération
P€EE

3.3 Torseur cinétique

3.3.1 Expression
—
V p/rdm = m(E)Vg/r
C _ fPeE P/R /
{E/RJ} { IPA

/)
Vprdm = G1pr

3.3.2 Loi de composition

— —
TrE/R=0ArrR+BANM(E)V g/r

3.3.3 Cas particuliers
Si le systeme est assimilable a un point unique de masse m :
Vv
{Cr/r} :{ m 61}4/1% } glisseur
Si G est fixe dans R :

—

{CE/R,M} = { — 0 } torseur couple
0 G,E/R
3.4 Torseur dynamique
3.4.1 Expression
— —
r dm = m(E)T
{DE/r1} = fpi P/R B (_>) G/R
fPEEIP/\ Fp/Rdm = 61,E/R

3.4.2 Loi de composition

— — — —
dBE/R= 0 a8/R+BAANM(E)T q/R

3.4.3 Cas particuliers

Si le systeme est assimilable a un point unique :

—

{DE/R,M} = { m EM/R } glisseur

Si G est fixe dans R :

—

0

.
0 q,E/R

{Dg/pm} = {

} torseur couple
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3.5 Relation entre {Cp/pn} et {Dg/ru}

— d_, — — — T
d1,E/R= L CLE/R| T m(E)V R NV a/r Vir #ViE/R
R

4 Energie cinétique
- F un ensemble matériel en mouvement par rapport a R :
’ < x g 1 7 2
énergie cinétique : Te/r=5 | Vpr'dn
2 Jpes
- Si on considere R’ en translation par rapport a R :

1
Te/r =Te/r + im(E)vg/RQ R’ est le repere barycentrique

5 Opérateur d’inertie d’un solide par rapport a un axe
5.1 Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

Solide S, axe A défini par un point @) et un vecteur 7, P e S et H le projeté de P sur A

—,
IA,S = HP*“dm
PesS

— — — =
Ins=1i [ QPA(7 AQP)dm
PesS

5.2 Opérateur d’inertie d’un solide(ou Tenseur d’inertie)

Soit J au point @ d'un solide S, 'opérateur qui & tout vecteurs u associe :

— L, =
QP A (U ANQP)dm
pPeSs

Jas(@) = [ QP A (T AQP)dm

PeS
J est une matrice 3x3 dans (0,7, Y, 2)
fPeS(y2 + 22)dm —fpeg(:cy);im —fPeS(:cz)dm
Jo.s = —fpes(yx)dm fpes(x + 22)dm ffPeé;(yz)zdm
fpes(zx)dm —fpes(zy)dm fpes(x +y?)dm R

Conventionnellement :

A = moment d’inertie de S par rapport a 'axe (@,
B = moment d’inertie de S par rapport a laxe (Q,
C = moment d’inertie de S par rapport a 'axe (Q

D = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q, 7, ¥) et (Q, 2, %)
E = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q, 7, y) et (Q, ¥, Z)
F = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q, 7, Z) et (Q, ¥, Z)

A,B,C, D, E, F sont de méme dimension [A] = ML?
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5.3 Moment d’inertie polaire

A+B+C

1
Igs = /(x2 + 9% 4 2%)dm = iTr(jQ/S) = 5

PesS

-SiD=FE=F=0= Jg/s est diagonale, avec la base du repere comme base propre orthonormée.

- Les éléments de Jg s sont dits centraux

- Les éléments de Jg s diagonale sont dits centraux principaux d’inertie.

- Si un plan contenant 2 axes du repere est un plan de symétrie matérielle, 'opérateur d’inertie dans ce repere a 2
produits d’inertie nuls.

- Si 2 plans de symétries sont | et le repere est centré sur ces 2 plans, alors les 3 produits d’inertie sont nuls. = le
repere est propre pour I'opérateur d’inertie.

5.4 Solide de révolution autour de Oz

Jo,s =

S O
[l )
Qoo

5.5 Théoreme de Huygens

Jo.s = Ja,s + Jg,aim(s)) — opérateur du point G affecté de m(S)

5.6 Changement de base
Soit P(r/r,) la matrice de passage de R — R

(Jo,s)R, = P(;gl/Rl)(jO,S)RP(R/Rl)

6 Moments cinétique et dynamique

6.1 Cas général

-G le centre de masse de S
-@Q le point ou 'on connait le torseur cinématique
-I un point quelconque
—

N — = — = —
1.5/ =m(S)IGANVqgsr+m(S)QN(Ls/r NQG)+Tq.sLs/r

N
Attention, Jq s et g/ doivent étre exprimés dans une méme base.

6.2 Cas particuliers

SiQ=G: o B
T rsr=m(S)IGAV gs/r+Jas sk
-Si Q = I Fixe dans R : -
T1s/r=J1,5Vs/R
SiQ=I=G":
TG.s/R= Jc,sﬁ)s/R

On utilisera généralement les deux dernieres formules.
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6.3 Moment dynamique
Sil=G:

Si I est fixe dans R :

7 Energie cinétique

7.1 Relation générale

2Ts/r = m(S)V g.s/r” + Qs/rJ0,s Ls/r +2m(S)V g s5/r(Ls/r A QG)

7.2 Cas particuliers
SiQ=0G:
— 9 = —
2Ts)r = m(S)V a.s/r" + QLs/rJc,s Vs/r
Si @ est fixe dans R : _ _
2Ts)r = Qs/rIQ.5ss/r

De plus :
2Ts/r = Vs/rCs/r Comoment des torseurs cinétique et cinématique

8 Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)

8.1 Enoncé

Text/e,A = Dejrg,a  Rg un repere galiléen

PFD=PFS si la masse de ’ensemble considéré est nulle, ou si ’ensemble matériel est immobile par rapport au repere
galiléen.

8.2 Théoreme des actions réciproques

Tesjer + Teyje, =0

a/e1 1/e2

9 Energie et puissance

9.1 Théoréme de la Puissance pour un solide S

dTs/rg
dt

= Pext,5/Rg Puissance développée par les efforts extérieurs & S dans son mouvement par rapport a Rg

Et Pext,s/rc = Teat/sVs/rg = Ds/rgVs/Rg
Généralisation pour un systeme composé de n solides :

dTE/Rg

FTa Pewt,p/rg + Pi(E) avec Peyt 5/Rg = Z Text/s, Vs, rg €6 Pi(E) = Z ZTsi/sj Vs, /s,

=1 i=1 j=1

Théoreme de la puissance : La dérivée de 1’énergie cinétique galiléenne d’un ensemble de solides est égale a la
puissance galliléenne des actions mécaniques extérieures et intérieures a cet ensemble.
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9.2 Théoreme de I’énergie
ey _

Si la puissance développée dérive d’une fonction U :

Si la puissance développée est nulle :

Alors Tg/rg =U+H H constante d’intégration

C’est le cas lorsque les seules puissances sont les actions de la pesanteur.

9.3 Mouvement particuliers

9.3.1 Rotation autour d’un point fixe O € Rg

— d —
00,5/ Rg = |:dt?O,S/Rg] . = Mo ecat/s
g

Si le moment est nul, alors F}O, S/Rg €st constant dans Rg
Si la projection du moment sur un vecteur u fixe dans Rg est nulle, alors la projection de ?07 S/Rg SUr U est constante.

9.3.2 Solide en mouvement autour d’un axe fixe € Rg

7 unitaire, fixe dans Rg, O un point de I'axe (O)
N
Si la résultante des actions mécaniques extérieures est nulle, alors V g g/g, est constant dans Rg

N
Si la projection de la résultante des actions mécaniques sur u est nulle, Alors V ¢ / ru = C* dans Ry
Sil jection d t des acti Scani U est nulle, Alors o U = C* dans R
i la projection du moment des actions mécaniques sur « est nulle, Alors ¢ o g/rg U ans Ry

10 Equilibrage

Un solide S en rotation autour d’un axe fixe dans un repere est dit équilibré si le torseur de liaison est indépendant
de la fréquence de rotation (Par exemple, si G est sur Paxe de rotation et D = E = 0).

11 Rendement

11.1 Rendement instantané

L’énergie cinétique instantanée d’un systeme peut soit augmenter, soit diminuer, soit rester constante. Dans chaque
cas on pourra définir le rendement du systeme.
* Si TE/R = Cte :
Pregue + Pfournie + Pdissipée =0
On définit :

Prnotrice = Fregue

Préceptrice = Pfournie

Le rendement sera :

_ |Préceptrice| _ Pfournie -1 |Pdissipée|
) = = Dowmie _y _ Pipi]
Pmotrice Pregue regue
*Si T/ p augmente :
dT
E = Pregue + Pfournie + 7)dissipée >0
On définit :
Pmotrice = Prcguc
dTr
Préceptrice = Ptournie — - 0
Le rendement sera : ur
£ = |Préceptrice| _ Prournie + dt 1 |Pdissipée|
nt) == R =l
motrice regue Pregue + dt
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*Si Tp,r diminue :

dT
E = Pregue + Pfournie + 7;’dissipée <0
On définit : ur
Protrice = 7;'regue —a 0
Préceptrice = Prournie
Le rendement sera :
(t) _ ‘,Préceptrice‘ _ Pfournie —1_ |,Pdissipée‘
P Top _dr P _ dr
motrice recue dt recue dt

11.2 Rendement moyen

Si le fonctionnement est cyclique, on peut définir le rendement moyen :

1 (7
Thnoy = 77 / n(t)dt En général, il est déterminé expérimentalement.
0



