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Cinétique - Dynamique

1 Notion de masse

1.1 Masse : définition

Soit E un domaine de l’espace. Soit une décomposition de E : e1 + e2 + ... + en = E avec ei ∩ ej = ∅ si
i 6= j

m(E) =
n∑

i=1

m(ei)

1.2 Conservation de la masse

t1, t2 2 instants quelconques, E est à masse conservative ⇔ m(E, t1) = m(E, t2)

1.3 Solide matériel

Solide cinématique auquel on attribue une mesure positive de masse. C’est un solide à masse conservative.
Un ensemble E est un ensemble de solides matériels s’il n’est constitué que de solides matériels, (ni fluide, ni ressorts...),
alors E est à masse conservative.

1.4 Théorème

E un ensemble de solides matériels.
−→
f (P, t) fonction vectorielle définie sur E :

[
d

dt

∫

P∈E

−→
f (P, t)dm

]

R

=
∫

P∈E

[
d
−→
f (P, t)

dt

]

R

dm

2 Centre d’inertie d’un système

2.1 Définition

G centre de masse ⇔
∫

P∈E

−−→
GPdm =

−→
0

G est unique.
À partir d’un point quelconque Q :

−−→
QG =

1
m(E)

∫

P∈E

−−→
QPdm

2.2 Décomposition

E = e1 + e2 + ... + en, soient mi masse de ei, Gi centre d’inertie de ei.

−−→
QG =

∑n
i=1 mi

−−→
QGi∑n

i=1 mi

2.3 Symétrie matérielle

Si à tout point P ∈ E correspond par symétrie spatiale un point P ′ ∈ E tel que : dm(P ) = dm(P ′) alors, G
appartient à l’élément de symétrie ( plan, axe ou point).
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3 Torseurs cinétique et dynamique

3.1 Quantité de mouvement

m(E)
−→
V G/R =

∫

P∈E

−→
V P/Rdm = quantité de mouvement

3.2 Quantité d’accélération

m(E)
−→
Γ G/R =

∫

P∈E

−→
Γ P/Rdm = quantité d’accélération

3.3 Torseur cinétique

3.3.1 Expression

{CE/R,I

}
=

{ ∫
P∈E

−→
V P/Rdm = m(E)

−→
V G/R∫

P∈E

−→
IP ∧ −→V P/Rdm = −→σ I,E/R

}

3.3.2 Loi de composition

−→σ B,E/R = −→σ A,E/R +
−−→
BA ∧m(E)

−→
V G/R

3.3.3 Cas particuliers

Si le système est assimilable à un point unique de masse m :

{CE/R,M

}
=

{
m
−→
V M/R−→
0

}
glisseur

Si G est fixe dans R : {CE/R,M

}
=

{ −→
0−→σ G,E/R

}
torseur couple

3.4 Torseur dynamique

3.4.1 Expression

{DE/R,I

}
=

{ ∫
P∈E

−→
Γ P/Rdm = m(E)

−→
Γ G/R∫

P∈E

−→
IP ∧ −→Γ P/Rdm =

−→
δ I,E/R

}

3.4.2 Loi de composition

−→
δ B,E/R =

−→
δ A,E/R +

−−→
BA ∧m(E)

−→
Γ G/R

3.4.3 Cas particuliers

Si le système est assimilable à un point unique :

{DE/R,M

}
=

{
m
−→
Γ M/R−→
0

}
glisseur

Si G est fixe dans R :
{DE/R,M

}
=

{ −→
0−→

δ G,E/R

}
torseur couple
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3.5 Relation entre
{CE/R,M

}
et

{DE/R,M

}

−→
δ I,E/R =

[
d

dt
−→σ I,E/R

]

R

+ m(E)
−→
V I/R ∧

−→
V G/R

−→
V I/R 6=

−−−−→
VI,E/R

4 Énergie cinétique

- E un ensemble matériel en mouvement par rapport à R :

énergie cinétique : TE/R =
1
2

∫

P∈E

−→
V P/R

2dm

- Si on considère R′ en translation par rapport à R :

TE/R = TE/R′ +
1
2
m(E)

−→
V G/R

2 R′ est le repère barycentrique

5 Opérateur d’inertie d’un solide par rapport à un axe

5.1 Moment d’inertie d’un solide par rapport à un axe

Solide S, axe ∆ défini par un point Q et un vecteur
−→
i , P ∈ S et H le projeté de P sur ∆

I∆,S =
∫

P∈S

−−→
HP 2dm

I∆,S =
−→
i

∫

P∈S

−−→
QP ∧ (

−→
i ∧ −−→QP )dm

5.2 Opérateur d’inertie d’un solide(ou Tenseur d’inertie)

Soit J au point Q d’un solide S, l’opérateur qui à tout vecteurs −→u associe :
∫

P∈S

−−→
QP ∧ (−→u ∧ −−→QP )dm

JQ,S(−→u ) =
∫

P∈S

−−→
QP ∧ (−→u ∧ −−→QP )dm

J est une matrice 3x3 dans (O,−→x ,−→y ,−→z )

JQ,S =




∫
P∈S

(y2 + z2)dm − ∫
P∈S

(xy)dm − ∫
P∈S

(xz)dm
− ∫

P∈S
(yx)dm

∫
P∈S

(x2 + z2)dm − ∫
P∈S

(yz)dm∫
P∈S

(zx)dm − ∫
P∈S

(zy)dm
∫

P∈S
(x2 + y2)dm




R

Conventionnellement :

JQ,S =




A −F −E
−F B −D
−E −D C




R

A = moment d’inertie de S par rapport à l’axe (Q,−→x )
B = moment d’inertie de S par rapport à l’axe (Q,−→y )
C = moment d’inertie de S par rapport à l’axe (Q,−→z )
D = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q,−→x ,−→y ) et (Q,−→x ,−→z )
E = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q,−→x ,−→y ) et (Q,−→y ,−→z )
F = produit d’inertie de S par rapport aux plans (Q,−→x ,−→z ) et (Q,−→y ,−→z )

A,B, C,D, E, F sont de même dimension [A] = ML2
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5.3 Moment d’inertie polaire

IQ,S =
∫

P∈S

(x2 + y2 + z2)dm =
1
2
Tr(JQ/S) =

A + B + C

2

- Si D = E = F = 0 ⇒ JQ/S est diagonale, avec la base du repère comme base propre orthonormée.
- Les éléments de JG,S sont dits centraux
- Les éléments de JG,S diagonale sont dits centraux principaux d’inertie.
- Si un plan contenant 2 axes du repère est un plan de symétrie matérielle, l’opérateur d’inertie dans ce repère a 2
produits d’inertie nuls.
- Si 2 plans de symétries sont ⊥ et le repère est centré sur ces 2 plans, alors les 3 produits d’inertie sont nuls. ⇒ le
repère est propre pour l’opérateur d’inertie.

5.4 Solide de révolution autour de Oz

JO,S =




A 0 0
0 A 0
0 0 C




(O,−→x ,−→y ,−→z )

5.5 Théorème de Huygens

JQ,S = JG,S + JQ,G(m(S)) → opérateur du point G affecté de m(S)

5.6 Changement de base

Soit P(R/R1) la matrice de passage de R → R1

(J0,S)R1 = P−1
(R/R1)

(J0,S)RP(R/R1)

6 Moments cinétique et dynamique

6.1 Cas général

-G le centre de masse de S
-Q le point où l’on connait le torseur cinématique
-I un point quelconque

−→σ I,S/R = m(S)
−→
IG ∧ −→V Q,S/R + m(S)

−→
IQ ∧ (

−→
ΩS/R ∧

−−→
QG) + JQ,S

−→
ΩS/R

Attention, JQ,S et
−→
ΩS/R doivent être exprimés dans une même base.

6.2 Cas particuliers

-Si Q = G :
−→σ I,S/R = m(S)

−→
IG ∧ −→V G,S/R + JG,S

−→
ΩS/R

-Si Q = I Fixe dans R :
−→σ I,S/R = JI,S

−→
ΩS/R

-Si Q = I = G :
−→σ G,S/R = JG,S

−→
ΩS/R

On utilisera généralement les deux dernières formules.
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6.3 Moment dynamique

Si I = G :
−→
δ G,S/R =

[
d

dt
−→σ G,S/R

]

R

Si I est fixe dans R :
−→
δ I,S/R =

[
d

dt
−→σ I,S/R

]

R

7 Energie cinétique

7.1 Relation générale

2TS/R = m(S)
−→
V Q,S/R

2 +
−→
ΩS/RJQ,S

−→
ΩS/R + 2m(S)

−→
V Q,S/R(

−→
ΩS/R ∧

−−→
QG)

7.2 Cas particuliers

Si Q = G :
2TS/R = m(S)

−→
V G,S/R

2 +
−→
ΩS/RJG,S

−→
ΩS/R

Si Q est fixe dans R :
2TS/R =

−→
ΩS/RJQ,S

−→
ΩS/R

De plus :
2TS/R = VS/RCS/R Comoment des torseurs cinétique et cinématique

8 Principe Fondamental de la Dynamique (PFD)

8.1 Énoncé

Text/e,A = De/Rg,A Rg un repère galiléen

PFD=PFS si la masse de l’ensemble considéré est nulle, ou si l’ensemble matériel est immobile par rapport au repère
galiléen.

8.2 Théorème des actions réciproques

Te2/e1 + Te1/e2 = 0

9 Énergie et puissance

9.1 Théorème de la Puissance pour un solide S

dTS/Rg

dt
= Pext,S/Rg Puissance développée par les efforts extérieurs à S dans son mouvement par rapport à Rg

Et Pext,S/RG = Text/SVS/Rg = DS/RgVS/Rg

Généralisation pour un système composé de n solides :

dTE/Rg

dt
= Pext,E/Rg + Pi(E) avec Pext,E/Rg =

n∑

i=1

Text/Si
VSi/Rg et Pi(E) =

n∑

i=1

n∑

j=1

TSi/Sj
VSi/Sj

Théorème de la puissance : La dérivée de l’énergie cinétique galiléenne d’un ensemble de solides est égale à la
puissance galliléenne des actions mécaniques extérieures et intérieures à cet ensemble.

5



http ://ptetoile.free.fr/ Cinétique - Dynamique

9.2 Théorème de l’énergie

Si la puissance développée est nulle :
dTE/Rg

dt
= 0

Si la puissance développée dérive d’une fonction U :

Alors TE/Rg = U + H H constante d’intégration

C’est le cas lorsque les seules puissances sont les actions de la pesanteur.

9.3 Mouvement particuliers

9.3.1 Rotation autour d’un point fixe O ∈ Rg

−→
δ O,S/Rg =

[
d

dt
−→σ O,S/Rg

]

Rg

=
−→
MO,ext/S

Si le moment est nul, alors −→σ O,S/Rg est constant dans Rg
Si la projection du moment sur un vecteur −→u fixe dans Rg est nulle, alors la projection de −→σ O,S/Rg sur −→u est constante.

9.3.2 Solide en mouvement autour d’un axe fixe ∈ Rg

−→u unitaire, fixe dans Rg, O un point de l’axe (O−→u )
Si la résultante des actions mécaniques extérieures est nulle, alors

−→
V G,S/Rg est constant dans Rg

Si la projection de la résultante des actions mécaniques sur −→u est nulle, Alors
−→
V G/R

−→u = Cte dans Rg
Si la projection du moment des actions mécaniques sur −→u est nulle, Alors −→σ O,S/Rg

−→u = Cte dans Rg

10 Équilibrage

Un solide S en rotation autour d’un axe fixe dans un repère est dit équilibré si le torseur de liaison est indépendant
de la fréquence de rotation (Par exemple, si G est sur l’axe de rotation et D = E = 0).

11 Rendement

11.1 Rendement instantané

L’énergie cinétique instantanée d’un système peut soit augmenter, soit diminuer, soit rester constante. Dans chaque
cas on pourra définir le rendement du système.

* Si TE/R = Cte :
Preçue + Pfournie + Pdissipée = 0

On définit :
Pmotrice = Preçue

Préceptrice = Pfournie

Le rendement sera :

η(t) =
|Préceptrice|
Pmotrice

= −Pfournie

Preçue
= 1− |Pdissipée|

Preçue

* Si TE/R augmente :
dT

dt
= Preçue + Pfournie + Pdissipée > 0

On définit :
Pmotrice = Preçue

Préceptrice = Pfournie − dT
dt > 0

Le rendement sera :

η(t) =
|Préceptrice|
Pmotrice

= −Pfournie + dT
dt

Preçue
= 1− |Pdissipée|

Preçue + dT
dt
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* Si TE/R diminue :
dT

dt
= Preçue + Pfournie + Pdissipée < 0

On définit :
Pmotrice = Preçue − dT

dt > 0
Préceptrice = Pfournie

Le rendement sera :

η(t) =
|Préceptrice|
Pmotrice

= − Pfournie

Preçue − dT
dt

= 1− |Pdissipée|
Preçue − dT

dt

11.2 Rendement moyen

Si le fonctionnement est cyclique, on peut définir le rendement moyen :

ηmoy =
1
T

∫ T

0

η(t)dt En général, il est déterminé expérimentalement.
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