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RESISTANCE DES MATERIAUX
MECANIQUE DES STRUCTURES

1 Le vecteur contrainte

—
ds

_
On effecture une coupure plane d’un milieu. Sur tout élément de surface dS, la partie otée exercait un effort dF'(M, 7).
On définit lar contrainte par :

oM7) = ——T—~ | @|| est homogene & une pression

1.1  Projection de o

O (m,7)

T(M,T)=0,0 +T

avec : 0, la contrainte normale et 7 la contrainte de cisaillement.

1.2 Tenseur des contraintes

Si on définit un repere (z,y,z) direct de centre M. & (M, ) peut alors se définir par son tenseur & avec :

F(M,7) = 670 :

B 011 012 013
o= 021 022 023
031 032 033

& est symétrique.

2 Critere de Tresca et de Von mises

Ces deux cirteres sont essentiellement utilisés en traction pure. On connait le tenseur des contraintes :

Oe

0
0

Qu
Il

0 0
0 0 avec o, la limite élastique du matériau
0 0

Ces deux cirtéres donnent des relations sur le vecteur contrainte pour que la limite élastique ne soit pas dépassée.
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2.1 Définition de la poutre

Un milieu continu curviligne est généré par une aire plane X non nécessairement constante dont le centre de gravité
G décrit la courbe caractéristique C.
Autres conditions a réaliser :

— Le plan (7) contenant o doit rester perpendiculaire & @

— la longueur de I'arc AG doit étre telle que AG > 10 fois la plus grande dimension de %

— le Rayon de courbue de C est tel que R > 10 fois la plus grande dimension de o

— La variation des dimension de X est continue.

Autre remarque, on n’étudiera que les poutres dont la courbe C est droite.

3 Principes

3.1 Principe de St-Venant

« Les contraintes et les déformations d’une région de la poutre, éloignée des points d’application des charges, ne
dépendent que du torseur des charges ».
Autrement dit : les principes de la RAM ne s’appliquent que loin de la ou s’exercenet les efforts extérieurs.

3.2 Principe de Navier-Bernouilli

Les sections droites et planes de la courbe non déformée restent droites et planes apres déformation : toute section
de poutre reste une section de poutre apres déformation.
Autrement dit : on peut appliquer le principe de superposition pour les actions.

4 Petits déplacements

Un déplacement est la composée d’un translation et d’une rotation. Soit un déplacement du point G — G’
— W (G) = vecteur déplacement = GG

- ?(G) = vecteur rotation du déplacement

Torseur des petits déplacements :

_ [ d©

{Ue) { £9
_[Tan=7©)

U} _M{ T(M)=7(G)+ MG A6 (G)
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5 Théorémes de Guldin

=R

c

L’aire engendrée par la rotation d’une courbe plane C autour d’un axe A est :
S=axdxL avec :

— « P'angle de rotation en radians
— L la longueur de C

C e

Le volume engendré par la rotation d’une surface plane S autour de A est :

S

V=Sxaxd

5.1 Moments statiques

G,
>
y

Aoy://zdS:SzG
AOz://de:SyG

(140,25> + AOy?))

5.2 Moments quadratiques

on://Zst IOZ://yzdS

5.3 Moment produit
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5.4 Moments quadratiques

IO://(22+y2)dS://r2dS

Io =1Ipy + 1o,

5.5 Théoréeme de Huygens
Il permet de passer de ’écriture des moments quadratiques polaires en un point G a un point O.

z z A

A
Ze ?

G

<Y

Io =1Ic+ S(ye® + zc°)

5.6 Axes principaux d’inertie d’une section S de centre de gravité G

- =
Axes centraux : axes passant par G. Si un des deux axes (Y, Z) est axe de symétrie de la section (S) alors
- =
Ioyz = 0 et on les nomme axes principaux. On dit alors que le repere (G, Y, Z) est un repere principal d’inertie.

6 Loi fondamentale des milieux curvilignes

Soit un milieu curviligne AB orienté de A vers B et deux points M; et M.

On cherche a définir une loi donnant les efforts agissant sur le troncon My, My. M; M, est soumis a une charge
—
extérieur quelconque f .

Torseur des efforts intérieurs auquel est soumis My My

R
{TO} :o{ —>(5) =

On montre que :

d]?s)) —_— =
WJFf(S))* 0

dM, —_— =
(O,8) | —
S + @ /\R(S) =0

O est un point quelconque de I'espace, s est 'abscisse curviligne du point O. 2 est le vecteur unitaire tangent & la
courbe en O.
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7 Torseur des efforts intérieurs ou de cohésion

S+
/

G(s)

X

A

Une poutre AB étant en équilibre, on réalise une coupure orthogonale & la courbe caractéristique au point G(s).
Ayant défini une orientation, on appelle conventionnellement S+ la partie a droite de G, et S— la partie a gauche.
La poutre étant en équilibre :
Tewt/aB = Tewr)s— + Tewrys— =0

Pour que le trongon S— soit en équilibre, il convient d’appliquier en G(s) un torseur 7 (s) appellé torseur des efforts
intérieurs ou de cohésion qui représente les actions de S+ sur S— :

T(s) =Ts4/s-
L’équilibre du troncon S— se traduit par :

Ts+)s— + Tewrys— =0 donc :

{T()} = {Teurss+}
- {7760315/37}

8 Relation entre le tenseur des contraintes et le torseur des efforts
intérieurs

— —
En tout point M de la courbe s’exerce un glisseur élémentaire : dF' = o(M)dS donc :
- R - e S
R(S) = / o(M)dS et M(S) = / G(S)M/\R(s)dS
Mexs Mex
D’ou :
N(s):/alldS Mt(S):/(ijg*ZO'lQ)dS

Ty(s):/algdS Mfy(s)z/zands
/

T.(s)= [ o13dS M;y.(s) = —/y011 ds
0 o11
AF A = — — —
Remarque :GM AT =| vy | A| o012 =(o13y—0122) T +0112Y +011Y 2
z J13
Les axes (G(s), %) et (G(s), Z’) sont des axes centraux et principaux d’inertie pour la section droite X.
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9 Sollicitations simples

9.1 Traction pure - compression pure
9.1.1 Définition

Une poutre est soumise & de la traction pure si en tout point G(s) de la courbe caractéristique, le torseur des efforts
intérieurs s’écrit :
Ry =N(s)T
(@) ={ Fo =N
Mg =0
9.1.2 Relation déplacement-déformation

—

0

—_—

u(G) =u7

Soient deux points G et G; distants de dz. La déformation de la poutre est caractérisée par le torseur des

Le torseur de petits déplacements s’écrit alors : {Ug} =

=t
_ 1(G) =0
déformations : {Dg} =41 ___. w(Gy) —u(G@)  du_, -

e(G) = dlmlgo dx T dx v

b
L’allongement ¢, de la poutre est donné par u(b) — u(a) = / ggdr

. . 011
Loi de comportement en traction : €, = 5

9.1.3 Relation effort-contrainte

N . . , , .
On a seulement N = / / 0z.dS donc o117 = 5 o011 est une contrainte uniformément répartie sur la surface et

normale a celle-ci.
L’allongement vaut : Al = / o dl

9.1.4 Ecarts par rapport a la réalité

Dans la vraie vie, il existe un déplacement radial A,.
Des concentrations de contrainte peuvent étre mises en évidence par la photoélasticimétrie (atchoum). Ces concen-
trations de contrainte apparaissent lorsque la section varie brusquement.

9.1.5 Condition de résistance

La poutre peut résister a la rupture si o < Rpe (Rpe est la limite élastique). En traction pure, le tenseur des

contraintes s’écrit :

o oulz
coc o
coco

9.2 Torsion pure
9.2.1 Définition
Un solide est soumis a de la torsion pure lorsque le torseur de efforts intérieurs s’écrit :
— =

Ro=0
{T(s)} =4 —&
My = My (5@

Sous de telles sollicitations, toute poutre droite reste une droite et il n’y a pas de répartition de charges.
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9.2.2 Déformation
La déformation est donée par « : I’angle unitaire de torsion.

1

en rad.m™

MtX

9.2.3 Contrainte

Relation contrainte-déformation : o = Gyp

Sl

[9) y
Section S
Mt X p
= avec
Io

— G le module d’élasticité transversale.
— Io le moment quadratique polaire.

9.3 Flexion pure
9.3.1 Définition

Une poutre est soumise a de la flexion pure si le torseur de cohésion s’écrit :

.
R =0
—

= { Mgy = My, (5)7

9.3.2 Contrainte

M
D’apres les équations, My, = //adS = k// y>dS = k1o, donc k = % d’otr :

Ozz

_ My
IOzz

y -
Gmax>0

Zonede >

2d traction

y

e X
£ Zone de ligne

_(_ compression neutre
B —

Tiin <O
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dx
£dx P \
dy >
dy

9.3.3 Déformation

dx = pdyp, déformation = ¢
Loi de comportement : ¢ =

E.
1 M 1 "
On montre alors que — = E , or pour une poutre droite, — = vy _~ y”, d’ott :
14 EIOzz p I+ y/
" _ Mfz
E IOZZ

Par une double intégration, on peut alors déterminer le déplacement relatif de la courbe. y est appellé la fleche.
On remarque que la déformation dépend de E (structure du matériau) et de Ip,, (forme de la poutre).

9.4 Flexion simple

9.4.1 Définition

Une poutre est soumise a de la flexion simple si le torseur de cohésion s’écrit :

? —
Ry = Ry effort tranchant
—

7= { Mgy = My, ()7

9.4.2 Hypotheses

Sans déformation En flexion pure En flexion simple
S S
5
X S : .
M M M M M S\ M
\ )Lde /Jde
G G G

Avec les efforts tranchants, il apparait un gauchissement de la courbe. L’hypothése de Navier-Bernouilli n’est donc
plus valable. On lui substitue par conséquent ’hypothese dite de Navier-Bernouilli généralisée : « 2 sections infiniment
voisines deviennent apres déformation infiniment voisines, gauches et superposables par déplacement ». Ce principe
est basé sur les observations suivantes :

— le gauchissement est toujours tres petit devant les dimensions de la surface

— la variation du gauchissement entre 2 sections voisines est négligeable.

On utilisera fonc les formules de la flexion pure.



